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Класична модель
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Припущення щодо збурень

• Нульове середнє:  
• Рівність дисперсій (гомоскедастичність): 
• Незалежність збурень: 
• Незалежність збурень та регресорів: 
• Нормальність збурень: 

 ntM t ,1,0 ==ε
2 2 , 1,t tD M const t nε ε σ= = = =

cov( , ) 0,t tM tτ τε ε ε ε τ= = ≠

cov( , ) 0, ,t jtx t jε = ∀
2~ (0, )t N tε σ ∀
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Cпоживання в залежності від доходів
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Модель з гетероскедастичними збуреннями

• Нульове середнє:  
• Різні дисперсії (гетероскедастичність): 
• Незалежність збурень: 
• Незалежність збурень та регресорів: 
• Нормальність збурень: 

0, 1,tMv t n= =

2 2 , 1,t t tDv Mv const t nσ= = ≠ =

cov( , ) 0,t tv v Mv v tτ τ τ= = ≠

cov( , ) 0, ,t jtv x t j= ∀
2~ (0, )t tv N tσ ∀
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Коваріаційна матриця
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Наслідки гетероскедастичності

• Використання звичайного методу найменших квадратів не буде 
оптимальним, адже не виконуються умови теореми Гауса-
Маркова. Оцiнки МНК будуть незміщеними, але не будуть 
ефективними (не матимуть найменшої дисперсії). Таким чином, 
повинен існувати метод для оцінки регресії з кращими 
характеристиками.

• Стандартнi оцінки коварiацiйної матриці оцінки МНК будуть 
зміщеними, i, як наслідок, процедури перевірки гіпотез та 
інтервального оцінювання, основані на стандартних статистиках, 
будуть некоректними. Іншими словами, використання 
звичайного МНК для розглянутої моделі призведе до 
некоректної перевірки статистичних гіпотез.

www.andriystav.cc.ua



Способи позбавлення від
гетероскедастичності

• Нормування на індекс цін
• Приведення даних до індексів
• Стандартизація даних
• Респецифікація моделі
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Зважений метод найменших квадратів у випадку
відомої коваріаційної матриці збурень

• Припустимо, що коваріаційна матриця збурень відома 
з точністю до коефіцієнта пропорційності, тобто

де  wt відомі, а  σ2 – невідомий коефіцієнт
пропорційності.
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Модифікація моделі
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Збурення

• Збурення нової моделі відповідають умовам теореми 
Гауса-Маркова, а сама регресія - є моделлю класичної 
лінійної регресії. 
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Оцінка зваженого МНК

• Оцінкою зваженого МНК коефіцієнтів моделі з 
гетероскедастичними збуреннями називається оцінка 
звичайного МНК, знайдена за модифікованою 
моделлю:

www.andriystav.cc.ua

0 1 1 2 2 1 1... , 1,t t t k k t ty x x x v t nβ β β β − −= + + + + + =

* * * *
0 0 1 1 1 , 1 , 1,t t t k t k ty x x x t nβ β β ε− −= + +…+ + =



Але…

• На практиці у більшості випадків ваги wt невідомі. 
• Якщо не робити ніяких додаткових припущень, то їх 

оцінити неможливо, тому що їх кількість дорівнює 
кількості спостережень. 

• Існує декілька способів, що дозволяються обрахувати 
величини wt на практиці.
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Виявлення гетероскедастичності

Тести:
• загальні 

• тест Голдфелда-Квондта

• регресійні
• тест Глейзера, 
• тест Уайта, 
• тест Бройша-Пагана-Годфрея.
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Тест Голдфелда-Квондта – 1 

• Нехай сукупність n спостережень розбита на дві групи 
обсягами n1 і n2. 

• Частину спостережень з середніми значеннями можна 
виключити. В цьому випадку n1 + n2 < n. 

• – оцінка дисперсії збурень за першою групою
спостережень, 

• – оцінка дисперсії збурень за другою групою
спостережень.
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Тест Голдфелда-Квондта – 2 

• Якщо

• Якщо

• Якщо Fpr < Fteor, то вважають, що гетероскедастичність
відсутня. 
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Приклад – 1 
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Приклад – 2
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Критерій Глейзера

1.
2. Будується регресія модуля залишків відносно однієї з 
таких функцій:

3. Якщо хоча б одна з регресій виявиться адекватною, то 
гетероскедастичність наявна:

або
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v
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γ δ ε= + +ˆ t t tv xγ δ ε= + +lnˆ

( )~ 1 ; 1;prF F k n kα− − − ( )2 2 2~ 1 ; 1pr nR kχ χ α= − −

…



Приклад (вручну)
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Приклад (автоматично)
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Критерій Уайта

1.
2. 

3. Якщо така модель виявиться адекватною, то 
гетероскедастичність має місце.
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Приклад
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Критерій Бройша-Пагана-Годфрея

1.
2. 

3.
де p – кількість змінних у матриці Z
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Приклад
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МНК у формі Хубера-Уайта

• Для оцінювання моделей з гетероскедастичними
збуреннями можна використати звичайний метод 
найменших квадратів. Консистентну у випадку 
гетероскедастичності оцінку коваріаційної матриці 
було запропоновано Уайтом

де Ω - діагональна матриця,  і-й діагональний елемент 
якої дорівнює  , де   – залишки методу найменших 
квадратів.
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( ) ( )1 1ˆ T T TD X X X X X Xβ
− −
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Приклад
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Питання?
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